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fuBa Matematicd este un

neinuenrpt din 1895 qi nici

elevilor, dar o pleiadd

rxematicieni, qi-au fdcut

ii ei s[ ia decizia de a

de matematicS. Aqa au

Suplimentul Gazetei

peste medie Ei

sd fie originale;

. Cele noub volume,

[V-XII, dovedesc acest

in educalia matematicb

cdnd aud cd problemele

Prof. univ. dr. Radu Gologan
Matematice din Romdnia

Capitolul I

NUMERE REATE

Breviar teoretic 
-

1. Parte intreag[. Parte fracfionarl
Partea intreagd a numSrului real x este cel mai mare numdr intreg care nu-l

depbqeqte pe x. Partea intreagd a numdrului real x se noteazd" cu [x].
Partea frac[ionard a numdrului real x este diferenla dintre x qi partea sa intreagd.

Notdm partea fraclionard a lui x cu {x} qi avem x = fxl + {"}.
Proprietdli:

a) [x] e Z; lxl <:r < [x] + 1, V x e 1R.;

b) x <y > [x] < fyl, x,y e R;

[x] < Dl =x1!,x,y e R;

[x]= bl =lx-yl<I,x,.y € IR;

c) [x] + [y] < [x + yl<[x] + Lyl + 1, V x,y e 1R.;

d) [r+n]=lxltn,Y xe IR.,YneZ; {x+n)={x},Vxe lR,YneZ;
(0. x eZI -l - J\-4t-lt-t"),xelR\z'e) [-,r] = 

{_t']',;, 3.uru,
0 [x]+ [".;] = [2r] (Hermite).

2. Ecua{ia lui Pell
Fie d e N, d > 2, un numdr natural care nu este pdtrat perfect.

. 1 -a
Ecualia x' - dy' = 1, unde x, y e Z, se numeqte ecuati' lui Pell.

ConsiderAnd (xo, yo), xo, lo e N, solulia minimald (cu xs ) 2 minim), care exist6!,

soluliile @n,!n),n e N ale ecualiei Pell sunt date de relalia:

*,+Jiy,=(ro + yoJi)(r,,+!,-,G)=(rn + ynG)'*', n € N,
la care addugdm solulia (1, 0).

3. Recuren{e liniare omogene de ordinul doi
Fie (an),2() un qir care verificd relalia de recurenld an12* s. an+t * b . {1,= 0, n e N,

a,b e JR, iaras=a,al =9,cr,F e lR.Daci rl,r2slJrrtrddhcinileecualiei l+ar*b=0,
avem:

1) dacd 11 # 12, atunci en = ct\n + crri , ri e N;

2) dacd, lt = 12, atunci e, = rrn (crn+ cr) , n e N,

unde c1, c2 SUflt constante care se determind din condiliile as= a, ar = I.
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4. Inegalitfl{i clasice
o Inegalitatea mediilor

Pentru orice ai) 0, i =1, n , urrp1;.

et + a2 + ...+ crn 
> <[opr-o, > 111_+_+...+_

al a2 an

o Cauchy-Buniakov slry-S chw arz (CBSI_
. Pentru orice numere reale ai, bi, i =1, k , avem:

(4 + o3 + ... + oh(q + 8 + ... + 4) 2 (arb, + arb, + ... + a,b,)' .

o H. Bergstrrim

Pentru otice ai> 0, bi) 0, I = l, n , uu" '.

o? ,ol , ,al-(a,+ar+...+a,)2-:-T--...--

4 b2 bn br+br+...+b,
o Holder

Pentruoricea; >0,b,>0. i=f,r,li oricep,q € (0,oo)pentru.ur. l*1=1,
pq

1l
(a{ +ai +...+af)t(ni +n; +...+bl)n 2arbr+arbr+..)+anbn.

o Jensen

Fie/: IR -) IR, d, b e iR, a 1 b, o funclie convexS. Pentru xb xz, ..., xn e (a, b) qi

Xr,),2, ...,Ln € [0, l] cu lr + trz * ...* ]'n= l,avem:

f (X rx, + X rx, + ... + ?'",x,) 3 )" rf (xr) + )u rf (xr) + ... + ),", f (x,) .

in cazul in care funclia/este concavi, inegalitatea iqi schimbb sensul.

o Bernoulli
Dacd x € (-1, co) gi o e (-oo, 0) u (1, co), atunci (1 +r)" > 1 + qx (cu egalitate

pentru x = 0).

Dacdx e (-1, oo) gi cr e (0, 1), atunci (1 +x)" < 1 -| sx (cu egalitate pentru.r = 0).
o Cebi$ev

Pentru orice doud qiruri de numere reale (a), (bi), i = I, n , Iu fel ordonate, avem:

arbr+ arbr+...+ anbn > ar+ a2+...+ an .br+br+...+b, .nnn
in cazul in care cele doub giruri sunt invers ordgnate, inegalitatea igi schimbd

sensul.

5. Extremele unei func{ii de n variabile
Dacd E(x6 x2, ..., xn) este o funclie care depinde de variabilele x1 e Dy x2 e D2, ...,

xn e D,(D; c R. i=1, n). atunci:
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arbr+...+ a,b,)z .

(0, -) pentru .ur. l+1 = 1,pq

+ arb, + ...+ anb,.

Pentru xb xz, ..., xn € (a, b) qi

)+...+ ?",.f (*,).
iqi schimbd sensul.

(l +r)" > 1 * ax (cu egalitate

crx (cu egalitate pentru r = 0).

i =1, n, la fel ordonate, avem:

4+ b, + ...+ b,

n

inegalitatea iqi schimbd

bilelexl e D1,x2 € Dz, ...,

1) max E@r xz, ..., x,) = M, ctJ (xb xz, ...,
E@6 xt, ..., x,) < M, V @r, xr, ..., x,) e D1 x D2 x

e D1 x Dz x ... x Dn, cu E(xl, xl, ..., xl) = 14;

2) min E(q, x2, ..., xn) = m) c:o (xr, xz, ...,
E(4, x2, ..., xn) ) m, Y (xr, xz, ..., xn) e D1 x D2 x

e D1 x Dz x ... \ Dn, cu E(xl , xl, ..., xl) : 7n.

x,) e D1 x D2 x ... x Dn, dacd"

... x D, qi existd (rl, *1,..., *2) 
=

e D1 x Dz x ... x Dn, dacd

x D,Si existd (x,0, xl,...,xl) e
xr)

6. Polinoame cu coeficienfi reali
Un polinom cu coeficienli reali/este o expresie de forma f = anX" + a,_rX"-t +

+ ... + ayX * er, unde en, ..., ct1, as e JR sunt coeficienlii polinomului (a, + 0), X este

variabila, iu n e N se numeqte gradul polinomului.

Se numegte ecualie algebricd o ecualie de forma/(x) = 0, unde/este un polinom cu
coeficienli reali. Spunem cd num[rul complex a este rdddcind apoltnomului/(sau solulie
a eatalieif (x) = 0) dacdf(a) = 0. Un polinom de grad n are exact n rdddcini complexe.

C6teva reztltate pe care le vom folosi:
a) Fie / un polinom cu coeficien{i reali $i a < 6 doud numere reale astfel incdt

numerele f (a) qi f (b) sd aibd semne diferite. Atunci, in intervalul (a, b) se afld cel
pulin o rdddcind reald a polinomului.

b) Dacb polinomul/are coeficienfi intregi,"f = a,X" + ... + a1X+ as, a,* 0 qi

admite rddicina rafionalS x, = L (p, q e Z, q t 0, \p, q)= 1), atuncip divide termenul
q

liber ao gi q divide coeficientul dominant a,.
c) Reta{iile lui Viite. Dacd, x1, x2, ...,x, sunt rddicinile polinomului:

a
\ + x2 + ...+ xn = --'-r

an

-f = a,X" + ... + a1X I ag, an+ 0, atunci
xfi2 + x{3 + ...+ xn rxn

xtxz...xn = el)" 9L
an

7. Densitate in IR

Fie ,4 o submullime a lui lR.. Spunem cd mullimea A este densd in R dacd orice

interval (a, b) c.lR. conline cel pulin un element allui A.

Teorema lui Kroneker. Dacd o este numdr irajional, mullimea A = {m * an I m, n e
e Z\ esle densa in R.

Consecin{i (Jacobi). Dacd cr este numdr iralional, mullimea valorilor qirului
x, = {crn}n.x (unde {'} desemneazd parteafraclionard) este densd in intervalul (0, 1).
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Enunfuri

1. Determinafi numdrul natural n pentru care:

d + bn + cn + (a + b * 
")" 

= (a + b)' + (b + c)" * (c + a)",
oricare ar ft a, b, c e (0, oo).

Dan Negulescu (S:L14.218, SGM 912014)

2. Calculali suma I + ,unde n 2 3 este un numdr natural.

Sorin Dumitricd (3, SGM 4/2012)
l<i. l<k<n n

3. Un ceas defect aratd ora 12:00. Din acest moment, acul orar se deplaseazd cu ao

intr-o o16, iar acul minutar cu bo intr-o or[, unde a, b > 0.

a) Daci a, b e Q, demonstrati cE existi un numir natural nenul n astfel incdt cele

dou5 ace ale ceasului sd se suprapund exact dupd n ore.

b) Dacd a € Q gi 6 e IR. \ Q, demonstrali cd,oricare ar fr n e N*, acele ceasului nu

sunt suprapuse dupd n ore.
Stelutra Monea (S:L14.335, SGM I2l20I4)

4. Existb numere iraJionale a, b > 0, astfel incAt ab sd fre numdr rafional?
(3, SGM 2l2or2)

5. Demonstrali cd mullimea numerelor iralionale x pentru earc 2' este pdtrat perfect
(numdr natural) este infinitd.

(1, SGM 5120t2)
6. Determinali mulfimea I a numerelor ralionale neintregi x pentru care 2'este intreg.

(2, SGM 512012)

7.Fie m,r numere naturale nenule, astfel incAt Ji , L . Ardta[i c6:'n
t.ml

n n(m+l)

8. care sunt valorile lui n eN pentru care n r Ji + 1Fn + ali , ''u'sGM 

5i201 1)

Dan Nedeianu (SzLl3.l4, SGM ll20l3)

9. Aratari ,u f J'ooo *.1. o.nr* orice n e N..' u^ 4k+l 2"
Mariqna Lazdr (4, SGM 412012)

10. Ardtali c5, pentru orice n e N*, avem:

1 I 1 n(n+2)r-r l-

t.2.'fii 2.3.J24' n(n+l)Jr(n+l) -2(n+l)''

George-Florin $erban (S:Ll5.251, SGM l0/2015)
2otsl I \ 1007ll. Ardtati ca Fl : r)-
filVtzrtt ) 2'20t6'

Carmen Botea qi Viorel Botea (S:L15.252, SGM 10/2015)
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